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INTRODUCTION
Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur F , muni d'uneÂ Â q
F -structure donnee par l'endomorphisme de Frobenius F et soit s :Âq ; 6G G un automorphisme semi-simple, d'ordre fini et commutant a F.Á
Soit T un tore maximal de G, stable par F et par s et qui est inclus dans
un sous-groupe de Borel B stable par s .
 :Nous considerons le groupe non connexe G i s ou plus precisementÂ Â Â
la composante connexe G.s . Nous demontrons une formule de caractereÂ Á
pour les fonctions caracteristiques des faisceaux pervers sur G.s induits aÂ Á
partir des systemes locaux kummeriens et T-equivariants pour la conjugai-Â Â Â
. w xson sur T.s . La demonstration suit celle du cas connexe de Lus2, I, 8.5Â
w xou plutot la version qu'en donnent Mars et Springer en MS, 8 . Par laÃ
suite nous comparons cette formule avec la formule du caractere pour leÁ
G.s  w x.foncteur de Deligne-Lusztig generalise R voir DM2 . Nous en dedui-Â Â Â ÂT .s
w xsons une egalite analogue a celle de Lus4, 9.2 reliant les fonctionsÂ Â Á
caracteristiques des faisceaux pervers induits a l'induction de Deligne-Â Á
Lusztig generalisee. Utilisant cette derniere egalite on demontre un ana-Â Â Â Á Â Â Â
logue partiel de la conjecture de Lusztig dans le cas d'un groupe connexe
 w x w x.demontree par T. Shoji Sh1 et Sh2 affirmant que les fonctionsÂ Â
caracteristiques des faisceaux caracteres sont ``essentiellement'' les memesÂ Á Ã
que les ``almost-characters.'' Notre analogue concerne les faisceaux
caracteres unipotents de la serie principale.Á Â
Dans la deuxieme section nous demontrons une formule precisant l'effetÁ Â Â
de la descente de Shintani Shi y1 sur les fonctions caracteristiques desÂF , s F
 .faisceaux pervers F-stables et G-equivariants pour la conjugaison surÂ
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 .G.s ici s n'est pas necessairement semi-simple . Ensuite se servant deÂ
cette formule et des resultats du premier section nous demontrons que lesÂ Â
foncteurs RG.s et Shi y1 commutent.T .s F , s F
I. CALCUL DE LA FORMULE DE CARACTERE
I.0. Notation
Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur F . Soit s unÂ Â q
endomorphisme de G. Nous noterons sx l'image de x g G par s et Gs
l'ensemble des points fixes de G par s . Pour g g G nous noterons g
l'automorphisme ad g de G, ce qui nous amenera a ecrire g x pour gxgy1 etÂ Á Â
gG9 pour gG9gy1 ou G9 ; G est un sous-ensemble de G. Nous noteronsÁ
 .  .par ailleurs C g le centralisateur de g dans G et C8 g sa composanteG G
 .neutre. Pour T un tore maximal de G stable par s on note W s N T rTG
le groupe de Weyl de G et W s l'ensemble des points de W fixes par s .
Pour g g G on note g s g g la decomposition de Jordan d'un elementÂ Â Âs u
de G.
Pour L un Q -systeme local sur une sous-variete Y de G on noteÁ Â Âl
 .IC Y, L le complexe de cohomologie d'intersection de l'adherance Y aÂ Á
coefficient dans L . Si on decale ce complexe de dim Y on trouve unÂ
faisceau pervers sur Y qu'on appelle l'extension perverse de L . Pour
y g Y on note L la fibre en y de L . Supposons que G est muni d'uneu
F -structure donnee par l'endomorphisme de Frobenius F. Supposons queÂq
Y est F-stable et le systeme local L est F-stable et muni d'un isomor-Á
; 6phisme w : F* L L , la fonction caracteristique de L notee x :Â Â L , w
F i .  .  .Y ª Q est definie par x y s y1 Trace w , L . On definitÂ Âl L , w i y y
de le meme maniere la fonction caracteristique d'un faisceau perversÃ Á Â
F-stable.
I.1
Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur F . Soit L unÂ Â q
sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G avec la decom-Â
 .position de Levi P s U i L. Un element h ou sa classe de conjugaisonÂ ÂP
 .d'un groupe semi-simple H est dit isole si C8 h n'est contenu dansÂ H s
aucun sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique propre de H. Si
H est un groupe reductif on definit une classe isolee de H comme l'imageÂ Â Â
inverse d'une classe isolee par le morphisme H ª HrZ8H.Â
Soit D une ``classe'' isolee de L et F un systeme local cuspidal sur DÂ Á
 w x.pour la definition d'un systeme local cuspidal voir Lus1, 2.4 . On noteÂ Á
  . 4D s l g D N C8 l ; L . C'est un ouvert dense de D.reg G s
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w xRappelons d'apres Lus2, I, 8.1 le procede d'induction. Considerons leÁ Â Â Â
diagramme suivant:
fc p6
6 6ÃD Z Z ZL , D
ouÁ
Ã xy1Z s g , x g G = G N g g D . 5reg
y1xZ s g , x g G = GrL N g g D . 5reg
Z s xDDL , D reg
xgG
c g , x s x
y1
g ; f g , x s g , xL ; p g , xL s g . .  .  .  .
Le morphisme c est L-equivariant pour l'action de L sur D parÂ
Ãconjugaison et l'action de L sur Z par la translation sur la deuxiemeÁ
coordonnee. Le systeme local c*F est donc L-equivariant. Le morphismeÂ Á Â
f est une fibration principale de groupe L, il existe donc un systeme localÁ
Ä Äbien determine F sur Z tel que f*F , c*F. Le morphisme p est unÂ Â
Ä .  .revetement galoisien, d'ou p# F qu'on note ind F est un systeme localÃ Á Á
  ..w xsemi-simple sur Z . Notons M s IC Z , ind F dim Z le faisceauL, D L, D L, D
pervers etendu a G par 0 sur G y Z .Â Á L, D
w xDefinissons d'apres Lus2, II, 8.3 les fonctions de Green. Supposons queÂ Á
la classe isolee D soit de la forme D s Z8 .C ou C est une classeÂ ÁL
unipotente de L. Supposons de plus qu'il existe une F -structure sur Gq
donnee par l'endomorphisme de Frobenius F et que L et D sont F-sta-Â
; 6bles. Soit F un systeme local sur C avec un isomorphisme t : F*F F .Á1 1 1 1
On suppose qu'il existe un systeme local F sur D tel que F est laÁ 1
restriction de F a C. On suppose qu'il existe un isomorphisme t :Á 0; ;6 6  ..  .F*F F qui etend t . Notons t 9: F* ind F ind F l'isomorphismeÂ 1
obtenu par la remontee de t a travers le diagramme de l'induction et parÂ Á0; 6
t l'isomorphisme t : F*M M qui s'en deduit en passant a l'extensionÂ Á
perverse. On definit une fonction sur les element unipotents de GF parÂ Â Â
G  .  . wQ u s x u . Cette fonction est bien defini car d'apres Lus2, II,Â ÁL, C , F , t M , t0x8.3.2 elle est independente des choix de F et de t . Ce sont ces fonctions0
qu'on appelle les fonctions de Green generalisees.Â Â Â
Soit s un automorphisme d'ordre fini de G. On considere le groupeÁ
 : wnon connexe G i s . Soit S un sous-ensemble de G.s . Suivant Lus3,
x  .2.3.1 on suppose que le couple L, S verifie les conditions suivantes:Â
 .a S normalise L.
 .  .b S est une orbite sous l'action de Z8 L = L sur G.s donnee parÂ
 . lz, l : g ¬ z. g.
 .  .   ..  .c Pour un ou tout g g S, on a C8 C8 g s Z8 L .L L s
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  ..LEMME I.1.1. Pour tout g g S, C8 C8 g est un tore de G dont leG G s
centralisateur connexe est le plus petit sous-groupe de Le¨i qui contient
 .C8 g .G s
wDemonstration. En effet g etant semi-simple, d'apres Steinberg DM2,Â Â Ás
x  .1.8 il normalise une paire T ; B , formee d'un tore maximal T de G etÂ1 1 1
w x  .d'un sous-groupe de Borel B contenant T . D'apres DM2, 1.8 C8 g lÁ1 1 G s
 .  .   ..T s C8 g est un tore maximal du groupe reductif C8 g et C8 C8 gÂ1 T s G s G T s1 1
  ..   ..s T . On a C8 C8 g ; C8 C8 g s T . Le sous-groupe connexe1 G G s G T s 11
  ..    ...C8 C8 g de T est donc un sous-tore de T . D'autre part C8 C8 C8 gG G s 1 1 G G G s
 .est un sous-groupe de Levi qui contient C8 g et pour tout sous-groupeG s
 .  .   ..de Levi L contenant C8 g on a Z8 L : C8 C8 g , i.e., L >1 G s 1 G G s 1
   ...C8 C8 C8 g .G G G s
 <   ..  .4Nous posons S s g g S C8 C8 g s Z8 L .reg G G s
Remarquons que, comme dans le cas des groupes connexes, modulo une
condition sur la caracteristique de F , les faisceaux caracteres de G.s sontÂ Áq
tous obtenus par induction de systemes locaux sur les S du type ci-dessusÁ
w xLus2, I, 4.4.a .
I.2
Dans toute la suite on s'interesse au cas ou L s T est un tore maximalÂ Á
inclus dans un sous-groupe de Borel B avec la decomposition de LeviÂ
B s U i T. On suppose que s est semi-simple et que T et B sont
s-stables.
Á  .LEMME I.2.1. A conjugaison pres par un element de N T , un coupleÁ ÂÂ G
 .  .  .  .T ,S ¨erifiant les conditions a , b , c ci-dessus et tel que S est nonÂ reg
 .¨ide est de la forme T , T.s .
Demonstration. D'apres le lemme I.1.1 on voit que S s g gÂ Á reg
<  . 4S C8 g ; T . Soit g g S . Comme s est semi-simple g est dans G.G s reg u
 .Or g etant semi-simple, il normalise une paire T ; B , formee d'unÂ Âs 1 1
tore maximal T de G et d'un sous-groupe de Borel B contenant T .1 1 1
w x  .  .D'apres DM2, 1.8 C g rC8 g ne contient que des elements semi-sim-Á Â ÂG s G s
 .  .ples et on a donc g g C8 g . Comme C8 g ; T on a g s 1. Ainsiu G s G s u
 .  .  .g s g est semi-simple et g g N T ; B . Comme C8 g ; C8 g ; Ts G.s 1 1 T G1
  ..  .on a T s C8 C8 g > T. On a donc T s T . Il existe donc n g N T1 G T 1 G1
tel que B snB et on a ny1 gn s t.s avec t g T car l'element n
y1
g gÂ Â1
 .  .N T ; B s N T ; B .s s T.s , L'element n depend a priori du choixÂ Â Â ÁG.s G
de g g S , mais comme S est une orbite sous l'action de T = T parreg
conjugaison et translation, l'element n ne depend pas de g. Enfin SÂ Â Â reg
etant ouvert dense dans S on a le resultat.Â Â
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On considere le diagramme d'induction suivant:Á
ba p6
6 6Ã ÄT .s Y Y Y ) .  .reg
ouÁ
Ã xy1<Y s g , x g G.s = G g g T .s .  . reg 5
Ä xy1<Y s g , xT g G.s = GrT g g T .s .  . reg 5
a g , x sx
y1
g ; b g , x s g , xT ; p g , xT s g . .  .  .  .
x .Y s D T.s est une sous-variete lisse, irreductible de G.s deÂ Â Âx g G reg
dimension dim G.
Un systeme local L sur T est dit kummerien s'il est de rang un et telÁ Â1
qu'il existe un entier n tel que L mn soit trivial. Soit L l'image inverse de1
L par la bijection naturelle T.s ª T. C'est un systeme local sur T.sÁ1
qu'on appelle kummerien. Supposons de plus que L soit T-equivariantÂ Â1
pour l'action de T sur lui-meme par s-conjugaison. Ceci est equivalent deÃ Â
dire que L est T-equivariant pour l'action de T sur T.s par conjugaison.Â
Par les meme raisonnements que dans le diagramme d'induction du casÃ
Ä Äconnexe il existe un systeme local bien determine L sur Y tel queÁ Â Â
Ä < .  .a* L , b * L . Le morphisme p est un revetement galoisien deÃT .s . r
s s Ägroupe W pour w g W de representant n, l'action sur Y est donneeÂ Â
y1 Ä .  ..  .  .par g, xT ¬ g, xn T . Le systeme local p L note Ind L est doncÁ Â!
semi-simple.
 .w x On note K s IC Y, Ind L dim Y le faisceau pervers sur G.s notons
w x .que d'apres Lus3, 2.3.6 Y s G.s . Supposons que l'automorphisme sÁ
commute a l'endomorphisme de Frobenius F. Supposons de plus que TÁ
; 6et L soient F-stables avec un isomorphisme w : F* L L . En remontant
w par le diagramme d'induction on obtient un isomorphisme f9:
; 6  ..  .F* Ind L Ind L . Prenons l'extension perverse de f9 pour en
; 6deduire un isomorphisme f : F*K K.Â
Fixons un element semi-simple s g GF.s . Pour tout x g GF tel queÂ Â
xy1  .  .xs g T.s , C8 s est un tore maximal F-stable de C8 s . On definit leÂT G
 .  . x
y1
 .xmorphisme h : C8 s ¬ T.s par h t s st . De I.2.2 a I.2.8 nousÁx T x
allons demontrer la formule de caractere suivante:Â Á
  ..FTHEOREME I.2.2. Pour tout u g C8 s on a,Â Á G
F 0C  s.G< <xx su s l C8 s Q u .  .  .U U0K , s T C  s. , 14 , h  L . , h w .xT x 1 x 1
FxgG
y1x sxgT .s
 .dim Gydim C8G s. <  .F <y1 < F <y1ou l s y1 C8 s ? T .Á G
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CommencËons par demontrer deux lemmes.Â
 .LEMME I.2.3. Pour l s t.s ¨ g T.s .U l s l l , l est conjugue par unÂs u s
element u g U a t.s .ÂÂ Á
w x u .Demonstration. D'apres DM2, 1.3 , l g T.s pour un certain u g U.Â Á s
Â u .Ecrivons l s h.s , d'ou l g h.s U. D'autre part l s t.s ¨ , d'ou l gÁ Ás s s
u .t.s U. On a alors h s t et l s t.s .s
 .LEMME I.2.4. Il existe un ou¨ert V de C8 s contenant 1 et ¨erifiant lesÂG
conditions sui¨ antes:
 . g1. Pour tout g g C8 s on a V ; V.G
2. L'element ¨ appartient a V si et seulement si sa partie semi-simple ¨ÂÂ Á s
  . .appartient a V en particulier, tout element unipotent de C8 s est dans V .Á ÂÂ G
 .3. F V s V.
xy1 .  x
y1
 . .4. Pour x g G, g g V, si sg g T.s resp. sg g B.s alors
xy1  x
y1
.s g T.s resp. s g B.s .
 :Demonstration. On considere G i s comme plonge dans H sÂ Á Â
 .GL F en tant que sous-groupe ferme defini sur F . On considereÂ Â Án q q
 <  .  .4l'ensemble V s h g H C h ; C s qui est ouvert dans H et con-1 H s H
y1  .  .tient s. On pose V s s V l C8 s . C'est un ouvert de C8 s contenant 11 G G
 .  .  .  .et verifiant les conditions 1 , 2 , 3 . De plus pour g g V on a C sg ;Â G s
 .C s .G
 . x
y1
 .Verifions la condition 4 . Soient x g G, g g V tels que sg g T.s .Â
x .On a sg g T.s . Si g s g g est la decomposition de Jordan de g,Âs u
 . x .sg s sg g est la decomposition de Jordan de sg. Comme T.s neÂs u
contient que des elements semi-simples on a g s 1. D'autre part sg g NÂ Â u
x x . x  :.  .  .T ; B , d'ou T i s l C8 sg est un tore maximal de C8 sgÁ G G
w x  .DM2, 1.8 . Par hypothese g g C8 s , il appartient donc a un tore maximalÁ ÁG
 .de C8 s car il est semi-simple. Ce tore commute a g et a s, donc estÁ ÁG
 .  .contenu dans C sg et, etant connexe est contenu dans C8 sg . Donc gÂG G
 . est un element de C8 sg qui est central ceci resulte de l'hypotheseÂ Â Â ÁG
 .  ..  .C sg ; C s . Donc g appartient a tout tore maximal de C8 sg , enÁG G G
x  :. x  :.particulier g g T i s ce qui implique s g T i s .
xy1 .Soit maintenant x g G, g g V tel que sg g B.s . D'apres I.2.3,Á
xy1 . u x
y1
 .sg est conjugue par u g U a un element de T.s On a sg g T.s .Â Á Â Âs s
On s'est ramene donc au cas precedent et on a u x
y1
s g T.s . DoncÂ Â Â
y1x s g T.s .U.
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w xConsiderons le diagramme commutatif suivant Lus3, 2.6 :Â
ba p6





6ÃT .s X X G.s
ouÁ
Ã xy1<X s g , x g G.s = G g g T .s .U . 4
< x
y1
X s g , xB g G.s = GrB g g T .s .U . . 4
 .  . x
y1
c g, xB s g et a g, x s composante dans T.s de g. Les flechesÃ Á
w xverticales sont les injections evidentes. Notons que d'apres Lus3, 2.3.6Â Á
l'adherence de Y est G.s .Â
Ä .La sous-variete g Y de X est isomorphe a la sous-variete ouverteÂ Â Á Â Â
y1 Ä .c Y de X. On peut donc considerer le faisceau pervers K sÂ
Ä Ä Ã Ä .w x  .  .w xIC Y, L dim G sur X. On a alors b * K , a* L dim G . D'apresÃ Á
Äw x  .Lus3, 2.6 , c K est un faisceau pervers sur G.s , canoniquement isomor-!
phe a K.Á
y1 .  . < 4  < x
y1
Posons X s c sV s sg, xB g X g g V et M s x g G s gV
4  .T.s . Les groupes C8 s et T agissent respectivement par multiplication aÁG
gauche et a droite sur M. L'ensemble des doubles classes est fini: Il existeÁ
n .n g G tel que s g T.s . Appelons M l'ensemble translate de M a droiteÂ Á
y1  . npar n . On a des actions de C8 s a gauche et de T a droite sur M et il yÁ ÁG
a bijection entre ces doubles classes. On peut donc supposer que s g T i
 : x  :.s . Dans ce cas M est l'ensemble des T i s contenant s, i.e., c'est
 w x.l'ensemble des ``tores'' en utilisant la terminologie de DM2, def. 1.2 quiÂ
w xcontiennent s. D'apres DM2, 1.8 ce dernier ensemble est en bijectionÁ
 .avec l'ensemble des tores maximaux de C8 s . Les classes a gauche sontÁG
  ..donc les elements de N C8 s , d'ou les doubles classes sontÂ Â ÁC8  s. C8  s.G T
 .contenues dans le groupe de Weyle de C8 s .G
On note G l'ensemble de ces doubles classes. De maniere analogue onÁ
Ã xy1 < 4  .pose M s x g G s g T.s .U . Les groupes C8 s et B agissent respec-G
Ã Ãtivement par translation a gauche et a droite sur M et on note GÁ Á
l'ensemble des doubles classes. Montrons que l'application evidente de GÂ
Ãdans G est une bijection:
ÃElle est injective car deux classes de G qui ont meme image dans GÃ
 .proviennent de deux elements x et xu pour un u g U de M. Il faut voirÂ Â
que les classes de x et xu dans G sont les memes. Par hypothese on aÃ Á
uy1 xy1s g T.s et x
y1
s g T.s . Donc uy1 ? x
y1 s x .u g T , ou  x
y1 s x .u s u. Ceci
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x w x  .  .signifie que u commute a s. D'apres DM2, 1.8 , C s rC8 s ne contientÁ Á G G
que des elements semi-simples; xu etant unipotent, appartient donc aÂ Â Â Á
Â x .C8 s . Ecrivons xu s ux, les classes de x et de xu dans G sont donc lesG
memes.Ã
Ã x .  .Elle est surjective car pour x g M ; on a s g B.s , d'apres I.2.3 s estÁ
x x .conjugue sous U a un element de T.s ; donc en modifiant x par U aÂ Á Â Â Á
droite on obtient un element de M. Par cette bijection, a O g G onÂ Â Á
Ã Ãassocie O g G.
Ã Ã Ã . < 4Pour O g G on pose X s sg, xB g X x g O . Montrons que lesÃV , O V
X forment une partition de X et que chque X est une composanteÃ ÃV , O V V , O
 .connexe de X. En effet d'apres la condition 4 de lemme I.2.4 les XÁ ÃV , O
 .  < x
y1
4couvrent X . Les orbites de C8 s sur xB g GrB s g T.s .U sontV G
connexes. Ce sont des varietes completes, donc fermees. Le nombre de cesÂ Â Á Â
orbites est fini, elles sont donc ouvertes, d'ou l'assertion.Á
 .Pour chaque O, on choisit un representant x g O tel que F x s xÂ O O F O .
si l'orbite n'est pas F-stable ceci est toujours possible et si l'orbite est




x Oconnexe . Rappelons que s g T.s , d'ou on deduit que s g N T ;Á Â G.s
. w x x  .  .OB . D'apres DM2, 1.8 , C8 s est un tore maximal de C8 s inclus dansÁ T G
x  . Ole sous-groupe de Borel C8 s . Notons h [ h rappelons que h :B O x OO
x  .  . x
y1
O  .. U  .OC8 s ª T.s definie par h t s st . Le systeme local h L est unÂ ÁT O O
x  .Osysteme local kummerien sur C8 s . On a le diagramme commutatifÁ Â T
 . suivant analogue pour les groupes connexes du diagramme )) voir
w x.Lus2, II, 8.2 .
pb 9a 9 O6
6 6




Äb9 ca 9 OÃ 66 6Ãx OC8 s X X C8 s .  .T O O G
ou la premiere ligne est le diagramme d'induction du cas connexe appliqueÁ Á Â
 .au groupe C8 s et les fleches verticales sont des injections.ÁG
Ã xy1 x< OX s g , x g C8 s = C8 s g g C8 s .  .  .  . 5O G G B
x x < x
y1
xO O OX s g , xC8 s g C8 s = C8 s rC8 s g g C8 s . .  .  .  .  . .  . 5O B G G B B
Le morphisme c est la projection sur la premiere composante etÁO
 . x  . x
y1
Oa 9 g, x s la composante sur C8 s de g. Il existe un systeme localÃ ÁT
Ä Ä U Ä  . < .  .irreductible L sur Y tel que a9* h L , b9* L . Le mor-Â C8  s..x OO O O OT reg
Ä y1 .phisme g 9 induit un isomorphisme entre les varietes Y et c Y . OnÂ Â O O O
Ä Ä Ä .w  .xpeut donc considerer le faisceau pervers K s IC Y , K dim C8 s surÂ O O O G
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Ã Ä U .   ..w  .xX . On a alors un isomorphisme b9* K , a9* h L dim C8 s . No-ÃO O O G
  .  U  .. w xtons K s IC C8 s , ind h L . D'apres Lus2, II, 8.2.3 il y a un isomor-ÁO G O
Ä .  .phisme canonique c # K , K .O O O
Soit j: V ª sV l'isomorphisme evident. Demontrons le theoremeÂ Â Â Á
suivant.
 < .  . < w  .xTHEOREME I.2.5. j* K s K dim G y dim C8 s .Â Á [sV VO g G O G
X y1 .  x  .. < 4ODemonstration. Posons X s c V s g, xC8 s g X g g VÂ V , O O B O
X  x  ..Oet demontrons que le morphisme f : X ª X defini par f g, xC8 sÂ ÂÃ ÃV , O V , O B







.L'application f est bien definie, car l'element sg s s. gÂ Â Â
xy1O  x  .. x
y1
O  .Oappartient a sC8 s , qui est contenu dans s .B, lui-meme contenuÁ ÃB
dans T.s .B s B.s .
Ã .Pour la surjectivite soit sg, yB g X . Comme y g O on peut prendreÂ ÃV , O
 . y de la forme xx avec x g C8 s x est unique a multiplication a droiteÁ ÁO G
par les elements de x O B pres. On utilise les memes proprietes que plusÂ Â Á Ã Â Â
haut
xy1 x O x
y1
 .pour demontrer que g g B. De plus g g C8 s et comme s gÂ G
x O x O B. x
y1
x  . w xON T ; on en deduit que g g C8 s DM2, 1.8 . L'injectiviteÂ ÂG.s B
est evidente. L'application inverse se deduit du morphisme de varietes quiÂ Â Â Â
x x O x x O  .au sous-group de borel B associe le sous-groupe de Borel B l C8 sG
 .de C8 s .G
On considere le diagramme commutatif suivant:Á
Ãb9 cOa 9Ã 6 66 Ãx OC8 s X X C8 s .  .T O O G
6 6
66
d d 9h jO  .)))
Ãb caÃ 66
6ÃT .s X X G.s
 .  .ou les fleches verticales sont des plongements et d g, x s sg, xx ,Á Á O
  x  ..  .  .Od 9 g, x C8 s s sg, xx B , j g s sg.B O
La commutativite des deux carres de droite est evidente. Pour le carreÂ Â Â Â
Ã xy1 Â xy1x .  .Ode gauche soit g, x g X , on a g g C8 s . Ecrivons g s t.u on aO B
 . x
y1







O  .. x
y1
O  x  .. x
y1
O  . oT.s . On a p sg s p stu s p stu s st rap-T .s T .s T .s .
x  ..Opelons que t g C8 s .T
On restreint la premiere ligne a l'ouvert V. Le morphisme d 9 induitÁ Á
X Ä<  < . l'isomorphisme f : X ª X . Nous avons K s c K appliquerÃ Ã sV XV , O V , O ! V
le theoreme de changement de base pour un morphisme propre au carreÂ Á Â
.cartesien forme par c et les deux plongements X ¨ X et sV ¨ G.s .Â Â V
Ä X<  < .Par un raisonnement analogue on a K s c K . On a un iso-V X ÃO O ! O V , O
Ä Ä X < .w  . x <morphisme f * K dim C8 s y dim G , K . Appliquons leX XÃ ÃG OV , O V , O
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theoreme de changement de base au carre commutatif suivant pour finir laÂ Á Â
demonstration.Â
c@ O






Ä Ä Ä ÄOn pose Y s Y l X , Y s Y l X . Comme X est ouvert etÃ ÃV V V , O V , O V , O
Ä Äferme dans X , il en est de meme pour Y par rapport a Y . DemontronsÂ Ã Á ÂV V , O V
le lemme suivant:
Ä .LEMME I.2.6. i Y est non ¨ide.V , O
Ä Ä .ii Y est un ou¨ert dense de X , Y est un ou¨ert dense de X etÃV , O V , O V V
Y l sV est un ou¨ert dense de sV.
y1 x O  .Demonstration. Demontrons que s ? T.s est un ouvert dense deÂ Â reg
x O  .T. Il suffit de demontrer l'inclusion et comme T.s est un ouvertÂ reg
dense de T.s le resultat en decoule. Pour demontrer l'inclusion utilisonsÂ Â Â
y1 x O  y1 . x O  . x O  . x O  . y1s g s T : comme s g T.s et T.s ; T.s on a s ?reg
x O  . x OT.s ; T.reg
x  .ODemontrons que l'intersection de cet ouvert avec C8 s est un ouvertÂ T
x  .Onon vide de C8 s , donc dense.T
w x  :Rappelons la propriete suivante DM2, 1.8 : soit g g G i s unÂ Â
 .element semi-simple normalisant une paire T ; B , formee d'un toreÂ Â Â
maximal de G et d'un sous-groupe de Borel B contenant T. Si a est une
 .racine de G relativement a T , si l ¬ x l est le sous-groupe a unÁ Áa
parametre correspondant, et si i est le plus petit entier tel que g
i
a s a , onÁ
ig  .  .definit C g F par x l s x C l . Alors il existe une surjectionÂ g , a q a a g , a
naturelle de l'ensemble des orbites sous g verifiant la condition C s "1,Â g , a
 .  .sur l'ensemble des racines de C8 g relativement a C8 g . Cette surjectionÁG T
est bijective et tous les C valent 1, sauf si le diagramme de Dynkin de Gg , a
possede k composantes de type A permutees circulairement par g ou g kÁ Â Á2 n
agit par ``retournement'' de chacune de ces composantes. Alors, pour toute
racine a telle que a q g
k
a soit une racine les orbites de a et de a q g
k
a
k  ggont meme image et C s yC . De plus les a q a q ??? qÃ g , a g , aq a
g iy1 . <  .a sont des multiples entiers des racines de C8 g .C8  g . GT
Quitte a conjuguer par xy1 on peut supposer s g T.s . Nous sommesÁ O
 .  .donc ramenes a montrer qu'il existe t g C8 s tel que st g T.s , i.e.,Â Á T reg
 .C8 st ; T.G
 .Prenons t g C8 s , l'element st est semi-simple et normalise la paireÂ ÂT
 .  .T ; B . On utilise la propriete ci-dessus pour le groupe C8 st . AppelonsÂ Â G
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admissible les C prenant les valeurs "1 sous les conditions de las, a
 .propriete ci-dessus. On veut donc trouver t g C8 s tel que pour touteÂ Â T
 .  .racine a , C ne soit pas admissible, ce qui implique C8 st s C8 st ;st, a G T
 . s  . s iy1  .T. Or C s C .a t .a t . . . a t . Distinguons deux cas:st, a s, a
 .  s s iy1 . <  .1 a q a q ??? q a / 0, c'est donc un caractere de C8 s etÁC8  s. TT
 .  .on peut trouver t g C8 s tel que pour toute racine a nombre fini ,T
 . s  . s iy1  . y1a t .a t . . . a t / C . Par consequent, C n'est pas admissible.Âs, a st, a
 .  s s iy1 . <2 a q a q ??? q a s 0. Demontrons alors que C n'estÂC8  s. s, aT
 s s iy1 . <pas admissible. En effet si C etait admissible, a q a q ??? q aÂ C8  s.s, a T
 .serait un multiple entier d'une racine de C8 s , donc non identiquementG
nul. Par consequent C s C n'est pas admissible dans ce cas.Â st, a s, a
x  . OD'autre part, l'intersection de V avec C8 s est un ouvert non vide ilT
. x  .Ocontient l'element neutre , donc dense. Ces deux ouverts denses de C8 sÂ Â T
y1 x O  . x
y1
O  .  .se coupent en un point g, d'ou g g s . T.s , i.e., sg g T.s .Á reg reg
 .Le partie i est ainsi demontre.Â Â
 .Demontrons le premier point de ii : rappelons que X est isomorpheÂ ÃV , O
X y1 . Xa X s c V ouvert dense de la variete irreductible X , qui est doncÁ Â Â ÂÃV , O O O
Äirreductible, Y est un ouvert non vide de X irreductible donc dense.Â ÂÃV , O V , O
 .Le deuxieme point de ii se deduit du premier. Pour le troisieme pointÁ Â Á
 .  .de ii remarquons que V est un ouvert non vide de C8 s donc irreduct-ÂG
 .ible; d'apres i , Y l sV est un ouvert non vide de sV irreductible, doncÁ Â
dense.
Ä .On pose Y s p Y . On a Y l sV s D Y et les Y sontV , O V , O O V , O V , O
irreductibles et fermes dans Y l sV. On a Y l Y / B si et seule-Â Â V , O V , O 9
ment si O et O 9 sont dans la meme orbite pour l'action de W s sur G etÃ
dans ce cas Y s Y .V , O V , O 9
LEMME I.2.7. Y est un ou¨ert de sY .V , O O





 .  .Y . Nous avons alors x g C8 s tel que sg g T.s et il fautO G reg











 .. x O  xy1  ..  xy1 .C8 sg ; T m C8 sg ; T. D'ou C8 sg s C8 gÁG G C8  s. C8  s.G G
x O; T et le lemme s'ensuit.
 .Maintenant dans le diagramme ))) , restreignons la deuxieme ligne aÁ Á
Y . On prend l'image inverse par j de Y qui est un ouvert de Y l V.V , O V , O O










p Y l sV6YV
ÁA partir de ce carre commutatif et du theoreme de changement de base onÂ Â Á
w xobtient comme dans MS, 8.2.7 :
  . < .  U  .. < y1PROPOSITION I.2.8. j* Ind L , Ind h L .[Y l sV j  y l sV .O g G O
y1 .La restriction a droite signifie la restriction a Y l j Y l sV etendueÁ Á ÂO
y1 .par zero sur les autres composantes de j Y l sV . Notons qu'on peutÂ
 < . < y1 wreecrire cette proposition j* K , K dimG yÂÂ [Y l sV j  y l sV .O g G O
 .xdim C8 s . L'isomorphisme du theoreme I.2.5 est donc l'extension per-Â ÁG
verse de celle de la proposition I.2.8.
;U U U6 .   ..  .L'isomorphisme h w : F* h L h L induit un isomorphismeO O O;X U U6   ...   ..f : F* ind h L ind h L . Par extension perverse on obtient unO O O; 6isomoprhisme f : F*K K . L'isomorphisme de la proposition I.2.8O O O
est compatible avec f9 et fX . Il en est donc de meme de l'isomorphismeÃO ; 6 .du theoreme I.2.5 par rapport aux f: F* K K et f . Ainsi nousÂ Á O
avons un carre commutatif forme par les deux isomorphismes f, f etÂ Â O
l'isomorphisme du theoreme I.2.5. Pour un u unipotent commutant a sÂ Á Á
 .donc dans V , on prend les fibres en u dans ce carre commutatif auÂ
niveau des faisceaux de cohomologies pour obtenir:
 .dim Gydim C8 sGx su s y1 x u . .  .  .[K , f K , fO O
OgG
 .F O sO
< F < <  .F < < F < < x  .F <y1ODemontrons que O s C8 s . T . C8 s : Il y a bijection en-Â G T
 .  < x
y1
4tre les doubles classes C8 s _ x g G s g T.s rT et les doubles classesG
 .  y1 < x O x
y1 x O  .4 x OC8 s _ xx g G s g T.s r T. L'orbite O correspond par cetteG O
< F < < .F < < <  .Fbijection a l'orbite de 1. O s classe de 1 s x.t x g C8 s ,Á G
x O .F 4 < < x  .F 4 <Ot g T r x g C8 s , d'ou le resultat. Ceci termine la demonstra-Á Â ÂT
tion de I.2.2.
I.3. Une application de la formule du caractereÁ
Considerons x g GF tel que x
y1
s g T.s . Notons QC8G s. la fonction deÂ C8  s.xT
Green definie par le foncteur de Deligne-Lusztig c'est la restriction auxÂ
elements unipotents de GF de RC8G s. u et est independant de caractere uÂ Â Â ÁC8  s.sT
 ..xde C8 s .T
M. EFTEKHARI528
HYPOTHESE I.3.1. Nous supposons l'egalite sui¨ ante ¨erifieeÁ Â Â Â Â
QC8G s. U U u .C8  s. ,14 , h  L . , h w .xT x 1 x 1
 . Fdim C8 s y1 C8  s.x GT < < U Uxs y1 C8 s Q u .x 1 . .  .  .  .T C8  s. h  L . , h w .xT x x
w xLusztig a demontre Lus3, 1.14 que l'hypothese I.3.1 est satisfaite pourÂ Â Á
w x wq assez grand. Remarquons que dans Lus3, 1.14 L s Q , mais par Lus2,l
xII, 8.3.2 la fonction de Green ne depend pas du systeme local choisi sur leÂ Á
tore.
G.s Digne et Michel ont defini le foncteur de Deligne-Lusztig R voirÂ T .s
w x.DM2 .
THEOREME I.3.2. Sous l'hypothese I.3.1, on aÂ Á Á
dim TG .sR x s y1 x . .  .T .s L , w K , f
w  .x FDemonstration. D'apres DM, 2.10 iii , on a pour g g G .s deÂ Á
decomposition de Jordan g s su,Â
Fy1 y1G .s F C8  s. y1G< < < <R x su s T C8 s Q u x x sx . .  .  .  .  .T .s L , w G C*  s. L , wxT
FxgG
y1x sxgT .s
Comparons cette formule avec la formule de I.2.2 compte tenu
x  .de l'hypothese I.3.1. Notons U s U l C8 s le radical unipotent deÁ 1 G
x  .  .  .  .xB l C8 s , comme dim C8 s s 2 dim ¨ q dim C8 s on aG G T
 .dim Gydim C 8G  s.qdim C 8xT  s.  .dim G  .dim Ty1 s y1 s y1 . On obtient le
resultat cherche.Â Â
I.4. `` Almost-characters'' et faisceaux caracteres de G.s de la serie principaleÁ Â
Nous demontrons maintenant un analogue partiel de la conjecture deÂ
Lusztig pour les groupes connexes dans le cas des groupes non connexes.
 .Reconsiderons le diagramme d'induction ) .Â
ba p6
6 6Ã ÄT .s Y Y Y . . r
 s  . 4Notons W s w g W rw* L , L .
Ä Ä y1 .  .Pour w g W , soit g : Y ª Y defini par g g, xT s g, xn T , ou nÂ Áw w
Ä U Ä .   ..est un representant dans N T de w. Soit A s Hom L ª g L . C'estÂ G w w
Äun Q -espace vectoriel de dimension 1 car L est un systeme local irreduct-Á Âl
U Ä .ible, isomorphe a son image inverse par g . Comme p#g L sÁ w w
Ä Ä Ä .  .   ..id*p# L s p# L on a une application lineaire A ª End p# L .Â w
Ceci induit une injection d'algebres entre l'algebre A s A laÁ Á [w g W w
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Ä.   ..multiplication est telle que A . A s A et l'algebre End p# L . DeÁw x w x
plus p est un revetement galoisien de groupe W s. Le systeme localÃ Á
Ä Ä .   ..p# L est donc semi-simple et la dimension de End p# L est egale auÂ
s U Ä Ä .nombre des w g W tels que g L , L . L'injection ci-dessus est doncw
un isomorphisme d'algebres.Á
Ä .  .Remarquons que K etant l'extension perverse de p# L , on a End KÂ
Ä  ..s End p# L . Pour w g W choisissons un vecteur non nul u de A .w w
; 6Supposons que L est F-stable et muni d'un isomorphisme w : F* L L .
; 6Ceci induit un isomorphisme f: F*K K.
; 6Pour une composante F-stable A de K, notons w : F*A A. Definis-ÂA
 .  .  . y1sons l'isomorphisme s de Hom A, K par s ¨ s f ( F* ¨ (w .A A A
 .Definissons aussi les isomorphismes Hom A, K m A , K donne surÂ Â[A
 .une composante de la somme par ¨ m a ¬ ¨ a ou la somme porte surÁ
 .toutes les composantes irreductibles de K et Hom A, K m F*A ,Â [A
 . .F*K donne sur une composante par ¨ m b ¬ F* ¨ b . Par ces deuxÂ
derniers isomorphismes f correspond a s m w .Á A A
 .Remarquons maintenant que V s Hom A, K est un A-moduleA
  .y1 .irreductible l'action est definie par w.¨ s u (¨ . Si on change f enÂ Â w
u (f, s m w change en u (s m w et par les memes raisonnementsÃw A A w A A
w xqu'en Lus2, II, 10.4.5 on prouve
y1y1< <x s W Trace u (s , V x . . .A , w w A A k , u ( fA w
wgW
y1 F y1  .Pour z g G verifiant z z s n n un representant de w notonsÂ Â
w  y1.  . wL s ad z * L muni de l'isomorphisme de Frobenius w s
 y1 .  . w wad z * w . Notons K l'induit de L muni de l'isomorphisme de
Frobenius f w obtenu a partir de w w. Par les memes raisonnements qu'enÁ Ã
w x w wLus2, II, 10.6.1 on prouve que x s x et doncK , u ( f K , fw
y1y1< < w wx s W Trace u (s , V x . . .A , w w A A K , fA
wgW
Remarquons qu'en remplacËant w par la restriction de f, on a s s id.A A
s  .Supposons maintenant que L s Q . On a W s W et p# Q sl l
s E m L . Un des systemes locaux L est le systeme local trivial.Á ÁÃ[E g W E E
Choisissons les elements de base u de facËon a ce qu'ils agissent parÂ Â Áw
l'identite sur ce systeme local trivial. On aura alors u u s u . On a alorsÂ Á w x w x
sw xun isomorphisme d'algebre entre Q W et A en envoyant w sur u . LaÁ l w
decomposition K s E m A correspond a la decomposition K ,Â Á Â[E E
M. EFTEKHARI530
V m A et on a la formule[A A
< s <y1 w wx s W Trace w , E x . .A , w K , fE A E swgW
 .dim T G.s  .w wD'apres le theoreme I.3.2, x s y1 R id . Definissons en-Á Â Á ÂK , f T .sww xfin d'apres DM2, 5.1 l'almost-character associe a E par R sÁ Â Á E
< s <y1  . G.s  .sW  Trace w, E R id . D'ouÁw g W T .sw
 .dim TPROPOSITION I.4.1. Pour q assez grand, x s y1 R .A , w EE E
II. DESCENTE DE SHINTANI DES FAISCEAUX
CARACTERES
II.1
 :Soit H un groupe fini et F un groupe engendre par F agissant sur H.Â
 : FSoit G le produit semi-direct H i F . On notera k ¬ h l'action de F
sur H.
Definition II.1.1. Deux elements h, k g H sont F-conjugues dans H siÂ Â Â Â
hF et kF sont conjugues dans G.Â
Dans ce cas hF et kF seront conjugues par un element de H. NousÂ Â Â
noterons Hr; F l'ensemble des classes de F-conjugaison dans H. On
appelle fonction de F-classe sur H, une fonction constante sur les classes
de F-conjugaison. On peut identifier ces fonctions aux restrictions des
fonctions centrales sur G a la tranche H.F.Á
On applique ceci au cas suivant: soit G un groupe reductif, connexe surÂ
F avec deux F -structures donnees par des morphismes de Frobenius F ,Âq q 1
F . Supposons de plus que F F s F F . Nous pouvons alors considererÂ2 1 2 2 1
GF1r; F et GF2r; F . Rappelons que le morphisme de Lang, G ª G2 1
donne par x ¬ xy1.Fx est surjectif. De plus xy1.F2 x appartient a GF1 si etÂ Á
F1 y1 F2 w xseulement si x. x appartient a G . On a le resultat suivant DM1, 7.2Á Â
PROPOSITION II.1.2. L'application n : GF1r; F ª GF2r; FF r F 2 11 2
 y1 F2 . F1 y1donnee par n x . x s x. x est une bijection.Â F r F1 2
Par composition avec cette bijection nous obtenons une application des
fonctions de F -classe sur GF2 dans les fonctions de F -classe sur GF1.1 2
C'est cette application qu'on appelle la descente de Shintani notee Sh .Â F r F2 1
Par la suite nous considererons une variante de cette descent definie parÂ Â
 . .  y1 .Shi s Sh ( i9, ou i9 est l'application i9 f x s f x .ÁF r F F r F2 1 2 1
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II.2
Soit G un groupe algebrique, connexe et X une variete algebrique muniÂ Â Â Â
d'une action de G. Notons m: G = X ª X l'action de G sur X definie parÂ
 .m g, x s g. x et soit p : G = X ª X la deuxieme projection. Soit A unÁ2
faisceau pervers irreductible, G-equivariant sur X. On a un isomorphismeÂ Â
;U 6w x w xd'equivariance j : p A dim G m* dim G .Â 2
 .  .Soit h: X ª G = X defini par h x s 1, x ; notons que m( h s p (Â 2
 . h s id. Nous imposons a j de verifier h* j s id remarquons que p (Á Â 2
.h s m( h s id . D'apres le lemme suivant cette condition determine j deÁ Â
maniere unique.Á
LEMME II.2.1. Soit A un faisceau per¨ ers, G-equi¨ ariant sur X A n'estÂ
.  .pas necessairement irreductible . La condition h* j s id determine j deÂ Â Â
maniere unique.Á
;U 6w x w x  .Demonstration. Soit j 9: p A dim G m*A dim G tel que h* j 9 sÂ 2 ;y1 6w x w xid. Considerons alors j (j 9 : m*A dim G m*A dim G . Le mor-Â
phisme m est lisse de fibres connexes isomorphes a G. Le foncteurÁ
w xm* dimG est donc pleinement fidele. Il existe donc un morphisme f :Á
 . y1  .  y1 .A ª A tel que m* f s j (j 9 . Comme f s h*m* f s h* j (j 9 s
y1 .id on en deduit que m* f s j (j 9 s id, d'ou le lemme.Â Á
LEMME II.2.2. Pour tout g , g g G et tout x g X fixe nous a¨ons laÂ1 2
formule j s j (j .g g , x g , g . x g , x1 2 1 2 2
Demonstration. Il suffit de demontrer l'egalite suivante:Â Â Â Â
j = id * j s id = m * j ( p = id * j 1 .  .  .  .  .  .  .X G 2 X
ou j, p : G = G ª G sont respectivement le morphisme produit et laÁ 2
 .deuxieme projection. Ainsi la fibre au point g , g , x donne la solution.Á 1 2
 .  Notons que le morphisme de droite de 1 est bien defini car m( p =Â 2
.  ..id s p ( id = m .X 2 G
 .Les isomorphismes des deux cotes de 1 sont entre les memes faisceauxÃ Â Ã
pervers irreductibles les morphismes intervenant sont tous lisses de fibresÂ
 .connexes de dimension dim G, d'ou l'irreductibilite et p ( p = id sÁ Â Â 2 2 X
 .  .  .p ( j = id et m( id = m s m( j = id prouvent que ce sont les2 X G X
.  .memes faisceaux pervers . L'isomorphisme a gauche de 1 doit etre doncÃ Á Ã
=m fois celui de droite, pour un certain m g Q . Il suffit de demontrer queÂl
m s 1.
 .  .Pour ceci on applique le foncteur id = h * aux deux cotes de 1 etÃ ÂG
 .  .  .on utilise les trois egalites j = id ( id = h s id ; id = m (Â Â X G G=X G
 .  .  .  .id = h s id ; p (id ( id = h s h( p et le fait que h* j s idG G=X 2 X G 2
pour trouver que m s 1. Remarquons qu'on a la meme formule au niveauÃ
de chque faisceau de cohomologie.
Soit G et s comme en I.1. Notons m: G = G.s ª G.s l'action de G
sur G.s par conjugaison et par p : G = G.s ª G.s la deuxieme projec-Á2
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tion. Soit A un faisceau pervers irreductible, G-equivariant sur G.s . OnÂ Â
 .a l'isomorphisme d'equivariance pour l'action de G par conjugaisonÂ
;U 6j : p A m*A fixe comme en II.2.1.Â2
Supposons qu'on dispose d'une F -structure sur G et que l'endomor-q
phisme de Frobenius correspondant F: G ª G commute a s . On disposeÁ
alors d'un autre endomorphisme de Frobenius sy1F: G ª G. On considereÁ
la bijection i( n y1 ou i est le morphisme d'inversion dans G etÁs Fr F




y1 Fr; F et identifies aux classes de conjugaison de Gsy1 F.s etÂ Â
 y1 .y1 F F  y1 .y1les s F -classes de G notees G r; s F et identifies auxÂ Â
classes de conjugaisons de GF.s . On a donc l'operateur Shi y1 commeÂ Frs F
en II.1.
Soit donc A un faisceau pervers G-equivariant et F-stable sur G.sÂ
; 6muni d'un isomorphisme w : F*A A. Notons alors qu'on disposeF ;y1 6 .d'un autre isomorphisme w : s *F*A A donne par w sÂs F s F
 .y1  .w ( F*j* j , ou j: G.s ª G = G.s est donnee par j x.s sÁ ÂF
s
y1
. y1x, x.s . On a m( j s s et p ( j s id.2
THEOREME II.2.3. Soit A un faisceau per¨ ers F-stable, irreductible etÂ Á Â
; 6G-equi¨ ariant sur G.s , muni des deux isomorphismes w : F*A A et w :Â F s F;y1 6 .  .y1s *F*A A comme ci-dessus, alors Shi x s x .Frs F A, w A, wF s F
Demonstration. On considere les deux applications de Lang f et fÂ Á 1 2
 . y1 F  . s
y1 F y1de G ª G.s avec f g s g . gs et f g s gg .s . On definitÂ1 2
 . s
y1 F y1 F .par ailleurs k: G ª G = G.s par k g s g, g g.s ; on a alors
m( k s f et p ( k s f . On considere le diagramme suivant:Á2 2 1
Up A2 m*A6
U .p w  .2 s F m* wF
6
U y1 6p F* s *A m*F*A .2 U y1 .  .F* j ( p F*j* j2
Ce diagramme definit un isomorphisme d entre pU A et m*A; On verifieÂ Â2
 .  .que h* d s id car m( h s p ( h s id et h* j s id. Ainsi d'apresÂ2
l'unicite de j on a d s j . Maintenant on applique le foncteur k* aÂ Á
ce diagramme et on utilise le fait que p ( k s f et m( k s f ; on obtient2 1 2
le diagramme suivant:
 .k* jU U6f A f A1 266
UU  . . f wf w 2 F1 s F
UU y1 6 f F*Af F* s *A . 21 U y1 .  .k*F* j ( f F*j* j1
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Pour chaque i g Z on prend les fibres du diagramme induit sur les i'iemeÁ
faisceaux de cohomologies en un point xs g G.s tel que y s xy1 Fx g
sy1 F y1 F .G xx g G . On a le diagramme suivant:
j y1s Fx , ysi i6
y1H A H Ays s F y166 x x s
 . . y1ww y1F s Fs F ys x x s
i i6
y1H A H Ays s F y1y1 x x sy1 2 y1j ( jF Fs F s Fx , ys y , ys
Nous avons donc
w s jy1y1 ( w y1 (j y1 2 (jy1F . .  . y1s Fyss F s F F s F y , ysFx x sx , ys x , ys
Remarquons que s
y1 F 2x ss
y1 Fxy car on a pose y s xy1 F . Nous utilisonsÂ x
le lemme de II.2.2 pour ecrireÂ
w s jy1y1 ( w y1 ( j (j F (jy1F .  .  .y1 F F y1y1s Fyss F s F F s x , y ys y y , ys y , ysx x sx , ys
Or y F ysy1 yy1 s ysy1 d'ouÁ
w s jy1sy1F ( w sy1 F (j sy1F (j F (jy1Fy1 .  .yss F x , ys F x , ys y , ys y , ysx x s
w s jy1sy1F ( w sy1 F (j sy1F .y1 .  .yss F x , ys F x , ysx x s
D'ou en prenant les traces des deux cotes aux niveau des faisceaux deÁ Ã Â
 .y1cohomologies on a Shi x s x .Frs F A, w A, wF s F
COROLLAIRE II.2.4. Soit A un faisceau caractere F-stable sur G, muniÁ
; 6d'un isomorphisme w : A F*A et fixons l'isomorphisme d'equi¨ ariance jÂ
= .comme en II.2.1; nous a¨ons Shi x s m.x ou m g Q estÁFr F A, w A, w l
donne par j s m.id pour un point y g G le scalaire m est independant duÂ Ây, y
.  w x.point y choisi ¨oir aussi Sh1, 3 .
II.2. Commutation de Shi y1 avec RG.sFrs F T .s
Soit T un tore maximal du groupe G. Soit L un systeme localÁ
kummerien sur T et s un automorphisme d'ordre fini de G stabilisant T.Â
Supposons que L est T-equivariant pour l'action de T sur lui-meme parÂ Ã
s-conjugaison. Notons Z l'anneau des nombres rationnels dont le p.
denominateur est premier a p et X le groupe des caracteres de T. SoitÂ Á Á
 .  .X s Z m X r 1 m X . On fixe un isomorphisme c de groupe des p. Z Z
racines de l'unite dans F sur le groupe des racines de l'unite d'ordreÂ Âq
premier a p dans Q .Á l
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Pour chaque entier n premier a p on considere le revetement galoisienÁ Á Á
 n.  < n 4T ª T t ¬ t de groupe de Galois T s t g T t s 1 . Un caractereÁn
x g X definit par restriction un caractere de T qui se releve en uneÂ Á Án
representation du groupe fondamental de T et qui correspond donc a unÂ Á
w xsysteme local kummerien L sur T. D'apres MS, 2.1.4 et son corollaireÁ Â Áx r n
a ¬ L definit un isomorphisme entre X et l'ensemble des systemesÁ Áa
locaux kummerien sur T. Remarquons que par cet isomorphisme leÂ
 .systeme local trivial Q s'envoie sur l'element neutre de X c-a-d sur zero .Á Â Â Á Âl
Soit L un systeme local kummerien sur T et s un automorphismeÁ Â
d'ordre fini de G stabilisant T. Soit L indexe par xrn g X. Notons queÂ
 .s agit sur X par xrn ¬ x(s rn. Nous demontrons la propositionÂ
suivante.
PROPOSITION II.3.1. Pour L comme ci-dessus les assertions sui¨ antes
sont equi¨ alentes:Â
 .a s * L , L .
 .  .b x(s y x g n. X
 .c L est T-equi¨ ariant pour l'action a de T sur lui-meme par t:Â Ã
s  y1 .k ¬ tk t .
Demonstration. De maniere generale soit f : T ª S un morphismeÂ Á Â Â
entre deux tores T et S. Nous en deduisons un morphisme f : X ª X etÂ S T
Ã  .  .un morphisme f : p T , 1 ª p S, 1 entre les groupes fondamentaux. Si Lj
est un systeme local sur S pour j g X , il correspond a une representationÁ Á ÂS
 .  .r de p S, 1 . Le systeme local f * L sur T correspond alors a laÁ Á
Ã  .  .representation r ( f de p T , 1 . On a donc f * L s L .Â j f  j .
 .On applique ceci a notre situation. s * L , L m L , L mÁ  x ( s .r n x r n
 .  .x(s rn y xrn g X m x(s y x g n. X. Ceci demontre l'equivalenceÂ Â
 .  .a m b .
 .  .Pour demontrer l'equivalence entre b et c notons L le systeme localÂ Â Á0
 .trivial sur T. L'assertion c equivaut a l'existance d'un isomorphisme entreÂ Á
les systemes locaux L et L G L . Ceci equivaut a ce queÁ Â Áx ( a r n 0 x r n
 .  .les caracteres x( a et 0, x de T = T soient egaux modulo X = nX ,Á Â
 .i.e., qu'ils existent des caractere y et z de T tel que pour tout t, k gÁ
 . .  .  . .  .  .T = T on ait x( a t, k y 0 t . x k s n. y t . z k . Ceci est equivalentÂ
a ce qu'il existe un caractere y de T tel que pour tout t g T on aitÁ Á
 s  y1 ..  .  .x t t s n. y t et cette assertion est b .
; 6COROLLAIRE II.3.2. Les fonctions caracteristiques x w : F* L LÂ L , w
.tel que w s id des systemes locaux kummeriens F-stable sur T et equi¨ ariantsÁ Â Â1
pour l'action de T sur lui-meme par s-conjugaison forment une base desÃ
fonctions de s-classe sur T F.
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 .Demonstration. Ceci provient de II.3.1 et du fait que les x commeÂ L , w
dans l'enonce sans la condition d'equivariance sont les caracteres irreduct-Â Â Â Á Â
Fibles de T .
Nous donnons une application du theoreme I.3.2 et de II.2.3.Â Á
Demontrons d'abord le lemme general suivant:Â Â Â
Soient X et Y deux varietes algebriques munies des action d'un groupeÂ Â Â
algebrique connexe sur un corps algebriquement clos. Notons m et m9 cesÂ Â
actions. Notons par ailleurs p et pX les deuxieme projections.Á2 2
LEMME II.3.3. Soit f : X ª Y un morphisme G-equi¨ ariant entre deuxÂ
G-¨ arietes algebriques. Soient A un faisceau per¨ ers G-equi¨ ariant sur X et BÂÂ Â Â
un faisceau per¨ ers G-equi¨ ariant sur Y. On aÂ
 . p i  .1 Pour tout i les H f A sont G-equi¨ ariants.Â!
 . p i  .2 Pour tout i les H f * B sont G-equi¨ ariants.Â











 . w x Uw xNotons d s dim G . Par hypothese m* d A , p d A. Le morphisme mÁ 2
w x !w x .  .etant lisse de fibres de dimension d on a m* d s m yd d ou d est leÂ Á
!w x Uw x``twist'' de Tate. On a donc m yd A , p d A. Le paire adjointe2
 w x !w 4. w x Uw xm d , m yd nous donne A , m d p d A. Appliquons f a cet iso-Á! ! 2 !
w x Xw x .morphisme et utilisons f m d s m d id = f pour obtenir f A ,! 1 ! ! !
Xw x . Uw xm d id = f p d A. Le carre inferieur est cartesien, d'apres le theo-Â Â Â Á Â! ! 2
 .reme de changement de base pour un morphisme lisse on a, id = fÁ !
U w x XU w x X w x XU w xp d A , p d f A, d'ou f A , m d p d f A. Par adjonctionÁ2 2 ! ! ! 2 !
XUw x XUw x p im d f A , p d f A. Enfin on applique le foncteur H qui commute! 2 !
XUw x XUw x  .aux m d et p d , d'ou 1 .Á2
 .La demonstration de 2 est triviale.Â
 . s
y1
.Definissons le morphisme j: G.s ª G = G.s par j g.s s g, g.s .Â
  .. Fixons l'isomorphisme d'equivariance j sur K [ IC G.s , Ind L pourÂ
.l'action de G sur G.s par conjugaison comme dans le lemme II.2.1 et
 .y1notons f9 s f ( F*j* j . De la meme maniere fixons l'isomorphismeÃ Á
 .y1d'equivariance z sur le systeme local L et notons w9 s w ( F*j* z ouÂ Á Á
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j est la restriction a T. Demontrons le theoreme suivant affirmant que laÁ Â Â Á
descente de Shintani Shi y1 commute au foncteur de Deligne-LusztigFrs F
generalise RG.s :Â Â Â T .s
 G.s  ..y1THEOREME II.3.4. Pour q assex grand, Shi R x sÂ Á Frs F T .s L , w
G.s  .R x .T .s L , w 9
 .y1Demonstration. D'apres II.2.3 Shi x s x . D'apres leÂ Á ÁFrs F K , f K , f 9
G.s  .theoreme I.3.2, il suffit donc de demontrer x s R x .Â Á Â K , f 9 T .s L , w 9
Autrement dit sachant que l'isomorphisme f est induit par l'isomorphisme
w il faut demontrer que l'isomorphisme f9 est induit par w9.Â
 .Reconsiderons le diagramme d'induction ) de section IÂ
ba p6
6 6Ã ÄT .s Y Y Y . . reg
Le groupe G = T agit sur les varietes de ce diagramme par:Â Â
 .  . tSur T.s par g, t : T 9 ¬ t9reg
Ã g y1 .  .  .Sur Y par g, t : g 9, x ¬ g 9, gxt
Ä g .  .  .Sur Y par g, t : g 9, xT ¬ g 9, gxT
 . gSur G par g, x : g 9 ¬ g 9.
Le diagramme suivant montre que les morphismes de diagramme d'in-
duction sont equivariants par rapport a ces actions.Â Á
ba p6
6 6Ã ÄT = T .s G = T = Y G = Y G = Y . r
ouÁ
a g , t , y s t , a y ; b g , t , y s g , b y ; .  .  .  . .  .
p g , y s g , p y . .  . .
Utilisant le lemme II.3.3 et le fait que b est lisse de fibre isomorphe a T ,Á
Ä Ä .donc b * est pleinement fidele, on a une fleche unique z tel que b * z sÁ Á
Ã Ä .  .a* z [ z . On verifie facËilement que p z s j . Considerons le dia-Â Â!
gramme commutatif suivant:
ba p6
6 6Ã ÄT .s . Y Y Yt
6 6 6
6
Ã Ä jj jj
b pa 6 66 Ã ÄT = T .s G = T = Y G = Y G = Y . r
ouÁ
Ã sy1 sy1 y1 sj g .s , x s g , x g x , g .s , x ; .  . . /
Ä sy1j g .s , xT s g , g .s , xT . .  . .
FAISCEAUX CARACTERESÁ 537
Ã Ã Ä Ä Ã Ä .  .  .  .a*j* z s j* z . Avec le carre du milieu on a b *j* z s j*b * z sÂ
Ã Ã Ä Ä ÃU Ã .  .  .j* z . D'ou l'image inverse par b de j* z est j z . Le carre de droiteÁ Â
est cartesien et en appliquant le theoreme de changement de base onÂ Â Á
 .conclut que la remontee par le diagramme d'induction de j* z est egale aÂ Â Á
 .j* j . Par le meme genre d'arguments et avec un diagramme commutatifÃ
 .y1base sur le morphisme de Frobenius on demontre que F*j* z seÂ Â
 .y1remonte en F*j* j . On en deduit que f9 est induit par w9. LeÂ
theoreme est ainsi demontre.Â Á Â Â
Remarque. Le fait que Shi y1 commute a RG.s a ete prouve sansÁ Â Â ÂFrs F T .s
hypothese sur q mais sous l'hypothese de caracteristique p bonne dansÁ Á Â
w xD .
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